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Aritmetilklkaa
cgeometrialla

Kun puhutaan geometrialla
tapahtuvasta aritmetiikasta, tarkoi-
tetaan talléin tietenkin Klassista
harpilla ja viivaimella tapahtuvaa
geometriaa. Jos janojen pituudet
ajatellaan lukuina, niilld voidaan
laskea geometrisesti. Yhteen- ja va-
hennyslasku on helppo toteuttaa
siirtamalla janoja harpin avulla sa-
malle suoralle. Kerto- ja jakolasku
seuraavat yhdenmuotoisuudesta.
Niistéd on hyvéa huomata se, etta nii-
ta ei voida laskea tietamatta yksik-
kojanaa, vaikka tdméa onnistuikin
yhteen- ja vahennyslaskussa. Nai-
den lisaksi voidaan kahden luvun
tulon neliGjuuri laskea geometrises-
ti. Tama perustuu siihen, etté yh-
denmuotoisuuden mukaan %:g,
josta seuraa, ettd ab =uvh. Yksit-
taisenkin luvun neliéjuuri voidaan
laskea jos tiedetaan yksikkojana.

Piirrettavat
reaaliluvut

Oletetaan, ettd on annettu
yksikkéjana. Reaalilukua x sano-
taan piirrettavaksi, mikali tasta voi-
daan &aarellisella maaralla askelia

muodostaa jana, jonka pituus
on ‘x‘ Edella esitetyista laskutoimi-
tuksista huomaa, etta ainakin kaik-
ki rationaaliluvut ovat piirrettavia.
Tutkitaan, miten piirrettavia luku-
ja voisi saada lisaa, jos oletetaan,
ettéd alussa on kéaytdssa rationaali-
koordinaatit. Ensimmaisessa ta-
pauksessa voidaan piirtaa kaksi
suoraa, ja katsoa missa ne leikkaa-
vat. Talloin syntyy ensimmaisen
asteen yhtalod, jonka ratkaisemi-
seen yhteen- véhennys, kerto- ja
jakolasku riittavat. Jos tutkitaan
ympyran ja suoran tai kahden ym-
pyran leikkauspistetts, saadaan toi-
sen asteen yhtalo. Talloin syntyy
toisen asteen yhtalo, ja tarvitaan li-
saksi myds nelidjuurta. Kun lopul-
ta ollaan generoitu halutut kaksi
pistettd, otetaan néaiden etaisyys
Pythagoraan lauseella. Tahankin
tarvitaan vain yhteen, kerto- ja ja-
kolaskua. Téasta voidaan huoma-
ta, etta itse asiassa edella esitetyt
viisi laskutoimitusta riittavat kaikki-
en piirrettavien lukujen kuvaami-
seen. Ei ole kuitenkaan aivan help-
poa paétella lukua katsomalla voi-
daanko sita esittaa naiden operaa-
tioiden avulla. Esimerkiksi moni-

mutkaisen nakainen luku 3/2 +/5 ,

joka nayttaisi mahdottomalta piir-
taa, onkin itse asiassa vain toisessa
muodossa esitetty kultaisen leik-

kauksen suhde “f , joka on piirre-

tava®. Juuri tata kultaista leikkaus-
tahan kaytettiin Seepian 3. nume-
rossa saannollisen viisikulmion
muodostamiseen.

Kuntalaajennukset

Téaman Kkaltaisten lukujen
kasittelyyn  tarvitaan tietynlaisia
tyokaluja. Kunta on rakenne, jolle
patevat seuraavat, reaalilukujen
aksioomia muistuttavat ehdot:

(1) Kunnan F kaikille alkioille a ja
b on maéritelty a+b ja alb
siten, ettda a+b0F ja alBOF

(2) Kommutatiivisuus: a+b = b+a
jaalb =bld

(3) Assosiatiivisuus:

(atb)+c = b+(a+c) ja
(alb)[d = bl{uld)
1) Pascalin kolmion avulla voidaan laskea

(“f )®, josta saadaan

(1°+302R/5+30B+5/5)/8
=(16+8/5)/8=2++/5. Taman takia

32+«/§:3(%)3:¥

1 b

1 a

TR
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Kuva 1: Kerto- ja jakolaskun suorittaminen sekd nelijuuren laskeminen geometrisesti
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(4) Distributiivisuus:
allb+c) = a-b+ald ja
(a+b)-a = a-c+bld

(5) On olemassa alkio (merkitaan
esimerkiksi 0) siten, ettd
O0+x = x+0 = x kaikilla x.

(6) Jokaiselle alkiolle x on
olemassa kaanteisalkio vy
yhteenlaskun suhteen siten,
etta x+y = y+x =0.

(7) On olemassa alkio (merkitdan
esimerkiksi 1) siten, etta
1-x = x-1 = x kaikilla x

(8) Jokaiselle alkiolle x # 0 on
olemassa kaanteisalkio vy
kertolaskun suhteen siten, etta
x[¥ = y¥ =1. Kuntia ovat
esimerkiksi Q, R ja C.

Jos kunta E sisaltéa kunnan

F, sanotaan kuntaa E kunnan F

kuntalaajennukseksi. Otetaan esi-

merkiksi rationaalilukujen kunta,
ja lisataan siihen V2. Lopputulos
on kunta, jonka alkiot ovat muo-
toa a+b/2, missa a,b0Q. Tama
tayttad vaadittavat ominaisuudet.

Jos otetaan vastaavalla tavalla

mahdollisimman pieni kunta, joka

sisaltaa %/5, saadaan kunta
a+b§l/§+c|§l/z, missa a,b,cQ.

Tahan tarvittiin kolme komponent-

tia. Naiden komponenttien maa-

raa kutsutaan kuntalaajennuksen
asteeksi, ts. ensimmaisen kuntalaa-

jennuksen aste oli 2 ja toisen 3.

Piirrettavat reaaliluvut ovat selvas-

tikin kunta, silla ne tayttavat anne-

tut vaatimukset. Jos lahdetaan jos-
tain piirrettavien reaalilukujen osa-
kunnasta, kuten rationaaliluvuis-
ta, ovat plus-, miinus-, kerto-, ja ja-
kolasku maariteltyja kunnan sisal-
la. Laajennus voi siis tapahtua ai-
noastaan neliGjuuren ottamisen
yhteydessa. Oletetaan, etta laajen-
nus tehdaan siten, ettd halutaan
pienin kunta, joka sisaltaa edelli-
sen kunnan ja luvun Ja. Tallsin
on kaksi vaihtoehtoa. Jos v/a kuu-
luu jo valmiiksi kuntaan, ei laajen-
nusta tapahdu, joten téta tapausta
ei tarvitse ottaa huomioon. Jos se
ei kuulu, tarvitaan lisda kom-
ponentteja. Jokaista vanhan kun-

nan komponenttia x kohden tay-
tyy uudessa kunnassa olla kaksi
komponenttia: x ja x~/a. Taman ta-
kia laajennuksen aste kaksinker-
taistuu aina tasmalleen silloin, kun
joudutaan ottamaan ei-neliéllisen
luvun nelijuuri. Lopputulos on
se, ettd jos otetaan pienin mahdol-
linen rationaalilukujen kuntalaa-
jennus, johon x sisaltyy, niin x on
piirrettava jos ja vain jos kuntalaa-
jennuksen aste on kakkosen po-
tenssi. Yksi kuntalaajennusten teo-
rian perustuloksista on se, etta jos
otetaan pienin kunta, joka sisaltaa
jonkin tietyn jaottoman kolman-
nen asteen polynomin minka ta-
hansa juuren, on tdman kunnan
laajennuksen aste rationaaliluku-
jen yli 3. Koska 3 ei ole kakkosen
potenssi, saadaan sellainen kaytto-
kelpoinen tulos, etta jos on olemas-
sa kolmannen asteen yhtalo, jolla
ei ole rationaaliratkaisuja, ei sen
mitaan juurta voida piirtaa harpil-
la ja viivaimella. Lahdettéessa ra-
tionaaliluvuista laajennus voi syn-
tya neliGjuuren ottamisen yh-
teydessa. Tama tuplaa kuntalaa-
jennuksen asteen. Lopputulos on
se, etta jos otetaan pienin mahdol-
linen rationaalilukujen kuntalaa-
jennus, johon x sisaltyy, niin x on
piirrettava jos ja vain jos kuntalaa-
jennuksen aste on kakkosen po-
tenssi. Tastd saadaan sellainen
kayttokelpoinen tulos, etté jos kol-
mannen asteen rationaalikertoimi-
sella yhtalolla ei ole rationaalijuu-
ria, sen mikaan juuri ei ole piirretta-
va.

Klassiset ongelmat

Matematiikassa klassisiksi
ongelmiksi kutsutaan kolmea geo-
metrista  konstruktio-ongelmaa:
kuution kahdentamista, kulman ja-
koa kolmeen osaan ja ympyran ne-
lidintia. Suhteessa ongelmien
ikdén onkin yllattavaa, etta niiden
mahdottomaksi todistamiseen tar-
vitaan niinkin uutta matematiikan
haaraa kuin abstraktia algebraa.

Viimenumeron paakirjoi-
tuksessa mainitun legendan mu-

kaan jumalat vaativat, etta kuuti-
on muotoisen alttarin tilavuus pitai-
si kahdentaa. Piti siis muodostaa
vanhan alttarin sivua kayttden uu-
den, tilavuudeltaan kaksinkertai-
sen alttarin sivu. Tahan kreikkalai-
set eivat kuitenkaan harpilla ja vii-
vaimella tietenkdan pystyneet.
Olkoon alkuperaisen alttarin sivun
pituus yksikkdjana. Talloin yrite-
taan piirtaa luku, joka toteuttaisi
yhtalon x?® -2 =0. Talla yhtalolla
ei ole rationaalijuuria, silla mikaan
mahdollisista vaihtoehdoista (-2, -
1, 1, 2) ei toteuta yhtaléa. Sen juu-
1i ¥/2 ei siis ole piirrettava luku.

Kulman jako kahteen
osaan on helppoa, mutta kulman
jakaminen kolmeen osaan on tie-
tyissd tapauksissa mahdotonta.
Piirretdén annettu kulma 3a yksik-
koympyraan kasittelyn helpottami-
seksi. Kun tiedetaan kulma 3a, tie-
detaan myos cos 3a. Kulma a on
piirrettavisséa tasmalleen silloin,
kun cos 0 on piirrettavissa. Nyt
saadaan kolmannen asteen yhta-
16:

cos 3a =4cos® a—3cosa
4x° -3x-t=0
(x=cos a, t=cos 3a)

Jos valitaan 3a =90°, saa-
daan yhtalo 4x® —3x =0, jolle 16y-
tyy piirrettava ratkaisu @ Suora

Kuva 3: Kulman jakaminen kolmeen osaan.
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kulma voidaan siis jakaa kolmeen
osaan. Sen sijaan valinta 3a =60°
antaa yhtalon 8x® —-6x —1=0, jolla
ei ole rationaalisia juuria. 60° kul-
maa ei siis voida jakaa kolmeen
yhta suureen osaan. Tama vasta-
esimerkKi riittadéd osoittamaan, etté
yleista tapaa jakaa kulma kolmeen
yhta suureen osaan ei ole.

Suorakulmion neliéinti tar-
koittaa sitd toimenpidetta, kun
muodostetaan nelid, jonka pinta-
ala on sama kuin annetun suora-
kulmion. Téamé voidaan suorittaa
melko helposti, koska tallaisen neli-
6n pinta-alahan on sivujen tulojen
neliGjuuri. Ympyran nelidinnissa
on vastaavasti muodostettava ne-
li6, jonka pinta-ala on sama kuin
annetun ympyran. Jos annetun
ympyran sadetta kaytetaan yksik-
kojanana, on ympyran pinta-ala
1T, jolloin nelién sivun pituus on
Jm. Jos luku ~/Tt on piirrettava,
myo6s luku TTon piirrettava. Talldin
kunta, joka sisaltaa luvun Tton n as-
teen kuntalaajennus. Talléin kui-
tenkin olisi olemassa rationaaliker-
toiminen n asteen polynomi, jon-
ka nollakohta tolisi. Tama on risti-
riita, silld 1T on transsendenttinen
luku, mika tarkoittaa sita, ettd ei
ole olemassa mitaan rationaalilu-
kukertoimista polynomia, jonka
nollakohta Ttolisi. Tama voidaan il-
maista, myds siten, etta transsen-
denttisen luvun sisaltavan kunnan
laajennuksen aste on o, joka ei ole
kakkosen potenssi.

Piirrettivat
monikulmiot

Samalla tavalla kuin kul-
man jaossa kolmeen osaan, saan-
nollisten monikulmioiden piirtami-
nen on mahdollista tietyissa eri-
koistapauksissa, mutta yleisessa ta-
pauksessa se ei onnistu. Tassé ta-
pauksessa kasittelyyn tarvitaan li-
saksi Galois'n-teoriaa”, joka tunne-
taan parhaiten siita, etta silla voi-
daan osoittaa se, ettd yli neljannen

2) Evariste Galois (1811 — 1832)

asteen yhtalsille ei ole yleista rat-
kaisukaavaa juurten avulla. Moni-
kulmion konstruoimiseen vaadi-
taan hieman samaan tapaan kuin
kulman jaossa kolmeen osaan lu-
vun cosz—;T konstruointia, ja
Galois'n-teorian avulla voidaan
osoittaa, ettéd pienimman kunnan,
joka sisaltaa 00527" laajennuksen

aste on ("(2"), jossa @(n) on Eulerin

@-funktio. @(n) merkitsee niiden lu-
kujen méaaraa, jotka ovat pienem-
pia kuin n, ja niilla ei ole yhteisia te-
kijoita n kanssa. Otetaan esimer-
kiksi @(15). Luvuilla 1, 2, 4, 7, 8,
11, 13 ja 14 ei ole yhteisia tekijoita
15 kanssa, siispa @(15) = 8. Kuten
aikaisemminkin, laajennuksen as-
teen on oltava kakkosen potenssi.
Tassa tapauksessa siis saannolli-
nen n-kulmio (n =3) on piirretta-
va, mikali @ on kakkosen potens-
si. Tamén voi ilmaista my3s toisel-
la tavalla siten, ettd n-kulmio on
piirrettava, jos sen kakkosesta poik-
keavat tekijat ovat Fermat’n alkulu-

kuja (kuitenkin eri alkulukuja). Fer-
mat'n alkuluvuksi kutsutaan alku-
lukua muotoa 22" +1. N&in ensim-
maiset ei-piirrettavat monikulmiot
ovat 7-, 9-, 11-, 13- ja 14-kulmiot.
Kun n kasvaa, piirrettavien n-kul-
mioiden osuus pienenee. Piirretta-
vid monikulmioita on kuitenkin hy-
vin isoilla n arvoilla, kuten esimer-
kiksi 65537-kulmio (65537 on Fer-
mat'n alkuluku). Tallainen puh-
taan algebrallinen lahestymistapa
ei kuitenkaan kerro itse konstruoin-
nin tapahtumisesta mitaan. Tallai-
sessa tapauksessa tieto, etta
65537-kulmio voidaan konstruoi-
da on varmasti hyodyllisempi kuin
tarkka selitys siita miten se tapah-
tuisi.
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