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Fibonaccin lukujonolla tar-
koitetaan jonoa, jonka 1. ja 2. luku
ovat ykkosia, ja muut luvut saa-
daan laskemalla kaksi edellista lu-
kua yhteen. Se on saanut nimensa
1200 luvulla eléneen Fibonaccicsi
kutsutun Leonardo Pisalaisen mu-
kaan. Fibonaccin luvuista kayte-
taan yleensa merkintéa, jossa n:s
luku on F,. Jonoon katsotaan jos-
kus kuuluvaksi myos luku F,=0.
Fibonaccin jonoon kuuluvista lu-
vuista kéytetdan yhteisnimitysta
Fibonaccin luvut. Lukujonoja, jot-
ka muodostetaan samoin kuin
Fibonaccin jono, paitsi etta kaksi
ensimmaista jasenta voivat olla
mita tahansa positiivisia kokonais-
lukuja  kutsutaan  yleistetyiksi
Fibonaccin jonoiksi.

Fibonaccin lukuihin liityy
seuraavia mielenkiintoisia ominai-
suuksia
1' Fn2+1 _FnFn+2 +(_1)n,n21
2' F 2n+1 _F F n+1
3. Fn2+2 _Fn2+1 =F,F,.;

6. Joka n:s Fibonaccin luku on

jaollinen F,:lla.

Syt(FanJrI):l

FF—':] lahenee kultaista leikkaus-

ta kun n lahenee aaretonta.
Ominaisuuteen 1 liittyy seu-

raava kuuluisa illuusio:

Leikataan ruutupaperista
shakkilaudan kokoinen, eli
8x8 =64 ruudun nelio, ja paloitel-
laan se seuraavan kuvan osoitta-
malla tavalla:

®© N

N
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Palaset irroittaa toisistaan
voidaan jarjestdé uudestaan siten,
ettd ne muodostavat seuraavan lai-
sen kuvion:

\\

™~

Kuvion sivut ovat 5 ja 13
ruutua, joten sen pinta-alaksi saa-
daan 65 ruutua! Jomman kum-
man kuvion ala on siis laskettu vaa-
rin. Jalkimmainen kuvio ei itse asi-
assa olekaan suorakaide. Sen kes-
kella on hyvin kapea suunnikkaan
muotoinen aukko, jonka pinta-ala
on 1. Taméan suunnikkaan karki-
pisteet ovat myotapaivaan A, C, D
ja B. Virheen voi havaita jo siita-
kin, etta kappaleiden vinojen sivu-
je kulmakertoimet ovat erisuurui-
set (-2 ja —3).

Virheen vaikea havaitta-
vuus perustuu siihen, etta 5, 8 ja
13 ovat kolme perakkaista
Fibonaccin lukua, joista keskim-
maisen neli6 poikkeaa ominaisuu-
den 1 mukaan yhdelld sen kum-
mallakin puolella sijaitsevien luku-
jen tulosta. Poikkeaman suunta
riippuu siitd, onko keskimmaisen
luvun jarjestysluku parillinen vai
pariton, ja siksi illuusio toteutuu-
kin parhaiten parillista astetta ole-
villa Fibonaccin luvuilla. llluusio tu-
lee sitd vakuuttavammaksi, mita
suurempia lukuja kaytetaan. Esi-
merkiksi kun valitaan luvut 13, 21
ja 34, saadaan "pinta-aloiksi" 442
ja441. Suunnikkaan leveydeksi tu-
lee talldin vain 0,4.

Sampo Tiensuu

Fullot

)

Kultaien leikkaus ja Fibonaccin
luvut esiintyvat luonnossa lahes kaik-
kialla. Joskus niiden merkitys on selva,
kuten esimerkiksi kuvattaessa elainpo-
pulaation kokoa, mutta kun ne l6yty-
vat kasvin siementen lukuméaarista tai
niiden osien kokosuhteista, yhteys
nayttda lahinna sattumalta. Kasveilla
on kuitenkin hyvat evolutiiviset perus-
teet noudattaa naitéa lukuja. Erityisesti
ne ilmenevat samankaltaisten kasvin
osien keskinéisessa sijoittumisessa eli
fyllotaksiassa. Kasvien liséksi samaa
teoriaa voidaan soveltaa esimerkiksi
simpukankuorten tépliin tai muurahais-
kavyn suomuihin.

Esimerkiksi auringonkukan tai
paivankakkaran mykerdssa siemenet
nayttavat sijoittuvan spiraaleihin, jois-
ta toinen kiertad myoétapaivaan ja toi-
nen vastapaivaan. Naiden spiraalien lu-
kumaéarat ovat lahes poikkeuksetta pe-
rakkaisia Fibonaccin lukuja. Luvut
vaihtelevat kukinnon koon mukaan:
Keskikokoisissa auringonkukan myke-
roissa on yleensd nahtavissa 34 toi-
seen suuntaan ja 55 toiseen suuntaan
kaartuvaa spiraalia. Suuremmissa
nama luvut saattavat olla 55 ja 89, tai
jopa 89 ja 144. Pienemmissa puoles-
taan 21 ja 34 tai 13 ja 21. Yleisesti, jos
mykerossa nakyy m spiraalia myotapai-
vaan ja n vastapaivaéan, silla sanotaan
olevan (m, n) fyllotaksia.

Auringonkukan mykeroiden on
havaittu noudattavan yksinkertaista
mallia, jonka mukaan jokainen kukka
sijaitsee aina samassa kulmassa ()
edelliseen nahden. Tata kulmaa kut-
summe poikkeamakulmaksi. Talloin
N:nen kukan paikka voidaan ilmaista
napakoordinaatistosa seuraavasti:

=0[IN
oot M
r=cdN,
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aksia

tien {ukuteoriaa

misséd @ on sen positiivisen x-akselin
kanssa muodostama kulma ja r sen
etaisyys origosta. ¢ on kukkien koosta
riippuva vakio, joka maaraéa etdanty-
misnopeuden keskipisteesta. (Kuva 1)

Kaikki kukat sijaitsevat spiraalil-
la, jonka lauseke saadaan yhtalosta
(1), kun N:lle annetaan kaikki positiivi-
set Reaalilukuarvot. Tata spiraalia kut-
summe tuotantospiraaliksi. Yhtalén
(1) esittaman spiraalin valinta on perus-
teltua. Talloin kukat sijoittuvat yhta ti-
heasti kaikilla etaisyyksilla keskustasta,
koska minka tahansa sateen sisaan jaa-
vien kukkien mé&ara on talléin verran-
nollinen vastaavan ympyran pinta-
alaan, joka puolestaan on verrannolli-
nen sateen neliéon. Tallaista spiraalia
kutsutaan syklotronispiraaliksi!). Tuo-
tantospiraalille voidaan kayttaa muita-
kin lausekkeita. Esimerkiksi Arkime-
deen spiraali, jossar =clN antaa parem-
man kuvan kehittyvasta mykerosta, jos-
sa reunakukat ovat pidemmalle kehitty-
neitéa kuin kukat keskustassa.

Lahes kaikissa kasveissa havai-
taan poikkeamakulma:

360° _360°

o=— =—"""_
12 1+l

(2)

0=137,507764°,

missé T=*2"1=1618, eli kultaisen leik-
kauksen suhde! Auringonkukassa néayt-
taisi siis esiintyvan seka kultainen leik-
kaus etta Fibonaccin luvut ilman mi-
taan selvaa syyta.

Sama ilmi6 esiintyy lehtien aset-
tumisessa varren ympari. Lehdet nayt-
tavat kiertavan varren ympéri siten,
etta paallekkain osuvien lehtien vali oli-
si aina jonkin Fibonaccin luvun ilmoit-

1) Nimitys johtuu siitd, etta syklotronissa kulke-
va hiukkanen noudattaa tata spiraalia silloin kun
sen nopeus on niin pieni, etta suhteellisuusteoria
voidaan jattaa huomiotta. Syklotroni, ks. Seepia
25s.14-22.

tama maara lehtia. (Itse asiassa lehdet
eivat koskaan asetu taysin paallekkain,
silla & on irrationaalinen.)

On monia syita sithen miksi evo-
luutio on suosinut naita lukuja. Myke-
réssa on edullisinta olla mahdollisim-
man monta siementa pinta-alayksik-
koa kohti, ja lehtien tulisi sijaita mah-
dollisimman kaukana toisistaan, jotta
ne kaikki saisivat riittavasti valoa eivéat-
ka varjostaisi toisiaan. Voidaan osoit-
taa, ettéd Fibonaccin lukuja ja kultaista
leikkausta noudattamalla kasvit saavut-
tavat itselleen edullisimman rakenteen.

Erilaisia spiraaleja

Saattaa vaikuttaa oudolta, etta
mykerén koon kasvaessa spiraalien
maara muuttuu hyppéayksittain, vaikka
kasvu olisikin tasaista. Itse asiassa spi-
raalit eivat lainkaan synny ja katoa,
vaan kaikki spiraalisarjat ovat olemas-
sa koko ajan. Mykerdsta hahmottuvat
kuitenkin parhaiten ne spiraalit, joihin
kuuluvat kukat koskettavat toisiaan.
Tallaisten spiraalien sanotaan olevan
yhtenaisia. Samaan spiraaliin kuuluvi-
en perakkaisen kukkien jarjestysnume-
roiden erotus on aina vakio. Spiraalia,

Kuva 1: Kaavakuva mykerén keskustasta.

jolle tama erotus on m sanotaan m-spi-
raaliksi. Kukinnon kaikki m-spiraalit
muodostavat m-spiraalisarjan, jossa
on m rinnakkaista spiraalia. Kaikkien
tietyn spiraalin kukkien jarjestysluvut
kuuluvat siis samaan jaannosluokkaan
(mod m).

Saman spiraa-
lin kukkien valimat-
kaan vaikuttaa sa-
teen r muutos toises-
ta toiseen siirryttaes-
sd. Koska r ilmais-
taan neliGjuurifunk-
tiolla, tama on luon-
nollisesti sita pienem-
pi, mita kauempana
keskustasta kukat si-

jaitsevat. Etéisyyteen Kuwva 2: Eri spiraalisarjoihin
toisaalta kuuluvia spiraaleja, joista jotkut

myos kukkien wvali- ovat yhtendisid, jotkut eivdt.

vaikuttaa

nen kulma. Tietyssa
kulmassa  toisiinsa
néhden sijaitsevat ku-
kat ovat sita kauem-
pana toisistaan, mita
kauempana ympy-
ran keskustasta ne si-
jaitsevat. Nain voi-
daan todeta, etta jo-
kin spiraalisarja on
nékyvissa vain tietyl-

la etaisyysvalilla kes-
kustasta. Itse asiassa
etaisyys keskustasta
on ainoa spiraalien
nékyvyyteen vaikutta-
va tekija. Esimerkiksi
kukkien koolla tai
maaralla ei ole merki-
tysta.

Kukinnon kas-
vaessa reuna-alueel-
le syntyvéan uuden
spiraalisarjan spiraali-
en maara on aina
kahden edellisen spi-

Kuva 3: Spiraaleja Candula
Officialesksen mykerossa.

Ylempé&an kuvaan on merkitty

kaikki 21- ja alempaan 13-
spiraalisarjojen spiraalit.
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Kuva 4: Kukkien sijoittuminen mykeréssd liittyy pakkaamisongelmaan. Tehokkaassa pakkaamissessa tila jakaantuu mahdollisimman
tasaisesti kukkien kesken. Kaikkein suurin pakkaamistehokkuus (n=0,8169) saavutetaan poikkeamakulmalla 3~t-360°~137,5077

(vasemmalla). Kukat mahtuvat huonommin, kun kdytetddn t:n rationaalista approksimaatiota 62%[360":137,454545... (keskelld) tai
irrationaalista approksimaatiota 6=% [360°=137,9179 (oikealla).

raalisarjan summa. Téamé spiraa-
leille ominainen ilmié tunnetaan
summautumisena.

Oletetaan etté jollakin tietyl-
la etaisyysalueella mykeron kes-
kustasta on havaittavissa m myo6ta-
paivaan ja n vastapaivaan kierta-
vaa spiraalia. Naihin sarjoihin kuu-
luu silloin m ja n spiraalia vastaa-
vasti. Kuvassa 5 kukat A ja D ovat
yhteydessa toisiinsa ainoastaan
kukkien B ja C valityksella. Kukas-
ta A kukkaan B siirryttaessa on jar-
jestysnumeroon lisattava n, ja vas-
taavasti B:std D:hen siirryttaessa
on lukuun lisattava m. Talloin
A:sta D:hen siirryttaessa on lisatta-
va vastaavasti n+m.

Mykerén kasvaessa kukat
siirtyvat pitkittaissuunnassa lahem-
mas toisiaan, jolloin A ja D kohtaa-
vat ja uusi spiraalisarja tulee néky-
viin. Taman spiraalisarjan perak-
kaisten kukkien jarjestysnumeroi-
den erotus on m+n. Silla etaisyy-
dellé keskustasta, jolla m+n sarjan
kukat ensimmaisen kerran kosket-
tavat toisiaan, on havaittavissa kol-
me yhtendistd  spiraalisarjaa.
Kauemmaksi siirryttaessa n- ja m-
sarjoista pienempi lakkaa olemas-
ta yhtenéinen ja haviaa nakyvista.
Spiraalien lukumaarat eri alueilla
keskustasta alkaen muodostavat
siis lukujonon, jonka jokainen
luku on kahden edellisen summa.
Tallaisista sarjoista yksinkertaisin
on Fibonaccin jono (1, 1, 2,

joka, kuten aiemmin
todettiin, esiintyy yli
92%:ssa kasveista.
Toiseksi yleisin on
noin 2%:ssa ta-
pauksista esiinty-
va ns. Lucas-

jono (1,3,4,7,11,18,29,47,76,
..), joka muodostetaan kuten
Fibonaccin jono, mutta lahtien lu-
vuista 1 ja 3.

~—

Sylinterimalli

Hieman toisenlainen vfllo-
taksia esiintyy esimerkiksi ananak-
sessa tai suovehkassa. Tassa
mallissa kukkien voidaan ajatella
sijoittuvan sylinterin pinnalle. Ne
ovat siis aina yhta kaukana sylinte-
rin akselista. Kukkien paikka voi-
daan ilmaista seuraavasti:

@=0IN,
r =vakio,
H=hIN

(4)

missa @, r ja H ovat kukan sylinteri-
koordinaatit. Laskutoimitusten hel-
pottamiseksi kaytamme kulmayk-
sikkbna radiaaneja (21T=360°).
Talloin kulman lukuarvo on yhta
suuri kuin ympyran kaarta pitkin
kuljettu etaisyys sylinterin pinnalla.

Koska sylinterimallissa sade
on vakio, ei poikkeamakulmaa (d)
tarvitse valita siten, ettd pakkauste-
hokkuus olisi optimaalinen milla
tahansa séteella. Itse asiassa 0 voi
olla mikéa tahansa reaaliluku tietyl-
ta valilta. Yleensa se on kuitenkin
lahella Fibonaccin kulmaa, silla sil-
loin fyllotaksia sailyttaa tehokkuu-
tensa, vaikka kukinnon muoto ja
koko muuttuisivat kasvin kasvaes-
sa, ja sylinteri voi myos olla eri koh-
dista eri paksuinen. Tasta seuraa,
etta myos sylinterifyllotaksiassa na-
kyvat spiraalisarjat  ilmentavat
yleensa Fibonaccin lukuja.

O:n valinnan jalkeen tehta-
vaksi jaa viela maérittda kaavan

(4) muut vakiot sen mukaisiksi.

Kuva 4 esittaa (3, 5) fyllotak-
siaa ilmentavaa auki leikattua sy-
linteria. Eri vakioiden keskinaisten
suhteiden maérittamisessa voi-
daan hyodyntaé kahden kukasta
0 lahtevan spiraalin leikkauspistei-
den valille piirrettyé kolmiota ja ko-
sinilausetta. Ne lukijat, jotka eivat
halua seurata naita matemaattisia
perusteluja voivat hypata suoraan
alaotsikkoon ”Pakkaustehok-
kuus”.

Merkitéan kuvassa esiinty-
vista spiraalisarjoista oikealle kier-
tavaa m:lla ja vasemmalle kierta-
vaa n:lla.

Kiertokulma kukasta 0 kuk-
kaan m on maaritelman (4) mu-
kaan @=0m. Tama kulma voidaan
ilmaista kahdessa osassa: [14]

om=6, +A 2T (5)
missa A,, on dm tayskierroksina il-
maistuna ja pyoristettyna lahim-
paan kokonaislukuun, ja
-1i<d, <Ton O0:n ja m:n vélinen
"todellinen kulma”, eli itseisarvol-
taan pienin 0:n ja m:n valinen kul-
ma?. (Kukkien sijainti ilmaistaan
sylinterikoordinaatistossa,  joten
kulmat ovat aina vaakasuuntaisia
mittayksikoéita ja pituusmitat pys-
tysuuntaisia.) Nama yhtalot voi-
daan kirjoittaa vastaavasti toiselle
spiraalisarjalle, kun m:t korvataan
n:illa. Koska kukka m sijaitsee ku-
kan O oikealla ja n vasemmalla
puolella, 8., on luonnollisesti posi-
tiivinen ja §, negatiivinen, silla kuk-
ka n sijoittuu aina kukan 0 vasem-
malle ja m oikealle puolelle. Koska

2) Taméan maaritelmén mukaan 6=9,, silla
tuotantospiraali muodostaa 1-spiraalisar-
jan ainoan spiraalin.
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Kuva 6: Auki leikattu sylinteri, jolla sijaitsevat ympuyrdt
ilmentdvdt (m, n)-fyllotaksiaa. Sylinteri saadaan, kun
kuvan suorakaiteen oikea ja vasen reuna liimataan
yhteen.

0-kukasta lahtevat m- ja n-spiraalit
kohtaavat kukassa mn, saadaan:

nd, -md, =21 (6)
(yhtald on kirjoitettu vahennyslas-
kuna, sillda mé, <0) Sijoittamalla
3, ja 0, yhtalostéa (5), saadaan vas-
taavasti:

nA,_-mA =1 (7)

Saamme liséa selville spiraalien
geometriasta, kun sovellamme Pyt-
hagoraan lausetta kuvan 6 kah-
teen suorakulmaiseen kolmioon.
Nain saadaan:

(anSm)2 +(mnh)? =(nd)? (8)
(mrd,)* +(mnh)* =(md)* (9)

missa d on kukkien halkaisija, joka
on yhtéa suuri kuin saman spiraalin
perakkaisten kukkien vélinen etai-
syys kun kukat koskettavat toisi-

aan. Yhtalét voidaan ratkaista d:n
ja h:n suhteen:
5% -5
h=,——2 10
. (10)

252 _ _2x2

Binomikaavaa kayttamalla (11)
voidaan muuttaa muotoon:

d:\/(ném -md, )(nd, +md )

n2 —m2

/2 5, +md
n°-m
Yhtenaisten spiraalien vali-
nen kulma saadaan kun merki-
taédn m- ja n-spiraalisarjojen valis-
ta kulmaa y:lla, ja kun tiedetaéan,
etta kolmion kanta on
0,10, =21 voidaan kosinilau-
seen mukaan Kkirjoittaa seuraavas-
ti:
(21)? =(nd)® +(md)?

—2(nd)(md)cosy (13)

Kolmas hyodyllinen kaava on ns.
Heronin kaava, joka ilmaisee kol-
mion pinta-alan sen sivujen pituuk-
sien avulla:

A=yp(p-a)(p-b)(p-c), (14)

missa a, b ja ¢ ovat kolmion sivut
ja p =22t eli kolmion piirin puoli-
kas. Kun tiedetdan, etta kolmion
ala on A =1 a(mnh), voidaan yhta-
losta (14) ratkaista h:

, = 2p(p-a)(p=b)(p=c)

amn

, (15)

Tasta voidaan ratkaista kuvan 6
kolmion korkeus, silla
a=21r, b=nd, c=md ja
p=4(nd+md+21r).

Esimerkki:

Eraassa 2cm paksussa kuu-
senkavyssa havaittiin - suomujen
muodostavan 8 spiraalia toiseen
suuntaan ja 5 toiseen. Kahden pe-
rékkaisen suomun valimatka on
noin 6,2mm. Maérita kahden pe-
rakkaisen suomun valinen poik-
keamakulma (d) seka pystypoik-
keama (h).

Ratkaisu:

Tassa tapauksessa m=8 ja

3) Diofantoksen yhtalélla tarkoitetaan yhté-
164, jossa kaytetaan ainoastaan yhteen- ker-
to- ja potenssilaskutoimituksia, ja jonka
kaikki vakiot ja tuntemattomat ovat koko-
naislukuja. Muotoa ax+by=c olevaa yhta-
16& kutsutaan lineaariseksi Diofantoksen
yhtaloksi. Se on ratkeava jos ja vain jos
syt(a, b) on c:n tekija. Kun c=1, yhtalé rat-
keaa jos ja vain jos a ja b ovat suhteellisia al-
kulukuja. Diofantoksen yhtélonratkaisemis-
ta Eukleideen algoritmilla kasitellaan luki-
on matematiikankurssilla "Lukuteoria ja lo-
giikka".

: R / ¥
-3

Kuva 7: Komealupiini (Lupinus polyphyllus) on
tyypillinen esimerkks sylinteri fyllotaksiasta.

n=5. Yhtalosta (15) saadaan:
h= 24/p (p=2m)(p-md)(p —nd) (16)

21rmn

jossa
p="3rd+T
=82[6,2mm+nI0mm
=ntI0mm+40,3mm
=7,17159mm

sijoittamalla nyt p kaavaan (16)
saadaan:

h=0,60275mm =0,60mm

0:n ratkaiseminen ei ole yhta yksin-
kertaista. Se saadaan yhtalosta
(5), mutta ensin on ratkaistava Dio-
fantoksen yhtalé® (7) seka 8, tai 0,
yhtaloista (8) tai (9).

Emme tarvitse yhtélén (7)
kaikkia ratkaisuja; — ainoastaan
pienimmat positiiviset ratkaisut.

31
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Ne on helppo arvata, mutta ne voi-
daan ratkaista myods Eukleideen al-
goritmilla. Nain saadaan:

A, =

0 .
[An =2

Yhtélosta (8):

(nd) —(mnh)*
(nr)?

=0,62858

Kun A, ja &, sijoitetaan yhtaloon
(5) saadaan:
0=2,4348=139,502°

Vastaus:
h=0,60mm
0=1395°

Kuten havaittiin muiden va-
kioiden selvittaminen on melko yk-
sinkertaista kun tunnetaan d, h tai
O, seka yhtenaiset spiraalisarjat.
Naita arvoja ei kuitenkaan voida
valita miten tahansa. Tietty spiraa-
lisarja voi nimittain olla yhtenai-
nen vain tietyilla d:n, h:n ja d:n ar-
voilla. Esimerkiksi h:n kasvessa tar-
peeksi suurempi yhtenaisista spi-
raalisarjoista menettaa yhtenaisyy-
tensa, silla sen ja toisen yhtenaisen
spiraalisarjan valinen kulma las-
kee alle 60°:n, jolloin kukat eivat
yksinkertaisesti enda mahdu vie-
rekkain. (h:n kasvaminen vastaa
tavallaan kuvion venymista pys-
tysuunnassa, paitsi ettd d kasvaa
vastaavasti sailyttéden vierekkais-
ten kukkien kosketuksen mikali
mahdollista.) Vastaavasti h:n pie-
nentyessa pienin spiraalisarja me-
nettdd yhtenaisyytensa kun vy ylit-
taa 120°. h:lle ja d&:lle voidaan siis
maarittaa arvoalueet, joilla tietty
spiraalisarja voi olla yhtenainen.
Valittaessa arvot naiden alueiden
reunalta, saadaan kukat sijoittu-
maan siten, ettd kolme spiraalisar-
jaa ovat yhtenaisia. Talloin niiden
kaikkien valiset kulmat ovat 60°.

Némé raja-arvot saadaan
yhtalon (13) avulla, kun sijoite-
taan y=60°. Kun tiedetaan, etta
cos60° =7, saadaan:

2T

\/mZ -mn +m2

d=

ja kun korvataan d yhtalolla (12)
voidaan Kkirjoittaa:
_ 21mn% -m?)

nd, +md, IR

mistéa voidaan yhtalén (6) avulla
ratkaista 3, ja O,

_ T(m+2n)
5, =——
m? -mn+n®  (17)
5 = T(2m+n)

n

m® -mn+n’®

Kun 8,.:lle ja §,:lle annetaan nama
arvot, ja maaritetdan muut arvot
kuten edelld, saadaan fyllotak-
siakuvio, jossa on 3 yhtenaista spi-
raallsarjaa m, nja ‘m n‘ Toinen
raja, jolla yhtenalset spiraalisarjat
ovat m, n ja m+n saadaan vastaa-
vasti kun y=120°. Talloin 60° kul-

ma esiintyy samoin kuin edellises-
sa tapauksessa, mutta ei m:n ja
n:n vaan max{m,n}:n ja m+n :n
valilla. Koska cos120°=-7 saa-
daan vastaavasti:

2T

d=— <"t
Vm® +mn+m?
ja
5 = (m+2n)
" m?+mn+n®  (1g)
5 = T(2m+n)

m? +mn+n?

Nyt voidaan todeta, ettda spiraa-
lisarjat m ja n voivat olla yhtenai-
sid jos ja vain jos &, ja &, sijaitsevat
lausekkeiden (17) ja (18) maaraa-
malla suljetulla valilla.

Miksi t?

Poikkeamakulman 1 valin-

taa voi perustella monella tavalla.

Kasville olisi edullisinta,
ettd kukat tai lehdet jakautuisivat
mahdollisimman tasaisesti eri kul-
ma-alueiden kesken kukkien maa-
rasta tai mittakaavasta riippumat-
ta. Taman perusteella voidaan
olettaa, ettd varteen syntyva uusi
lehti syntyy aina suurimpaan ole-
massa olevaan rakoon kahden
muun lehden valilla (a). Tasaisesta
jakaumasta seuraa myos, etta ku-
kat sijaitsevat pienessa mittakaa-
vassa samoin kuin suuressakin mit-
takaavassa. Nain on, jos uusi lehti
jakaa sen vaélin, johon se syntyy sa-
massa suhteessa, kuin 0 jakaa tays-
kulman (b).

Néiden oletusten pohjalta
voidaan johtaa kulman & optimaa-
lisin arvo seuraavasti: [16]

Tarkastellaan varren ympa-
rille asettuvien lehtien muodosta-
maa kuviota ylhaalta pain. (Kuva
8a) Merkitaan z:lla kahden lehden
valista kulmaa kierroksina ilmaistu-

na. Toisin sanoen z = —.znon
360

luonnollisesti oltava irrationaalilu-
ku, silla muutoin @lla voisi olla
vain &arellinen mé&ara arvoja,
mika johtaisi kukkien epétasai-
seen jakautumiseen (kuva 1). Sita
voidaan Kkuitenkin lahestya ratio-
naalisilla likiarvoilla siten, ettd uusi
arvo on aina lahempéana z:n todel-
lista arvoa kuin edellinen. Olkoon

n

Qn
P, ja g, ovat suhteellisia alkulukuja
ts. niilla ei ole yhteisia tekijoita.
Arvataan jokin likiarvo z:lle ja mer-
kitaén sita zylla. Esim. z, =31 ts.
p,=1ja q,=3. Lehdet osuvat koh-
dakkain aina g, lehden vélein, jol-
loin on kaannytty yhteensa p,, téys-
kierrosta (koska z, (g, =p,, joka

z, == luvun z n:s likiarvo, jossa

AN

b

Kuva 8: Siirtyminen z:n approksimaatiosta z, arvoon z,_;. Kuvat on piirretty siten, ettd
n=0ja z, =z, =%. Kuvasta b ndkyy, kuinka lehti 3 jakaa lehtien 0 ja 1 vdlin suhteessa

1-z,,

n+1
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on kokonaisluku). g,.:s leh-
ti osuu siis kohdakkain
0:nnen lehden kanssa jne.
Lehtien  kohdak-
kain sattumisen valttamiseksi
kasvatetaan likiarvoa hieman.
Merkitadn tata uutta likiarvoa
z,.1:114. g,:s lehti sijoittuu talldin yl-
haalta katsottuna lehden 0 ja sita
lahinna olevan lehden véliin jaka-
en sen oletuksen b mukaisesti suh-
teessa z,,; : 1-z,,;. (huomaa, etta
ylhaalta katsottuna 0:aa lahin lehti
ei valttamatta lehti 1) Taméan valin
suuruus on aina ;— :i (=z,, kun
p,=1 eli kun lehti numero 0 on 1&-
hinn& lehted numero 1). Talldin
g,:nen lehden kierokulma ei enaa
glekaan p,[360° vaan
(p,+1,.,)B60°=q,z,., 360°

(g,:nen lehden paikka ympyrén ke-
hélléa saadaan kun k&annytaan q,
kertaa z,,,, 360°)
Ratkaistaan z,,, ;:

Znl —
P, +Tn = 4,2,

— 2
hnd pnqn +zn+1 - qnzn+1

- P4, =(a; Dz,
- _ pnqn
Zpa1 T qi -1
Toisaalta kuitenkin z ,, = Pt soten
qn+1

pn+1 — pnqn

Pu b

qn+1 qn _1

Kun valitaan
zy =% < po =10q, =3, niin (3)
on tosi jos ja vain jos p, ja g, ovat
perakkaisia parillista jarjestyslukua
olevia Fibonaccin lukuja. Tama
ominaisuus  voidaan  johtaa
Fibonaccin lukujen perusominai-
suudesta 1 (kss. 30).

z:n arvo saadaan, kun tiede-
taan, etta perakkaisten Fibonaccin
lukujen suhde lahenee kultaista
leikkausta, kun luvut lahenevat &a-
retonta.

z=lim P =lim
nee qn ndwF2n+2
F
=lim -3
noo F

3) Koska
. F, _jv— F, _1- F,
lim#==lim 7= =lim ="

nooo nooo

=lim—F" im Fon =i2 -1-1
nﬂme—l nﬂan+2 T T
o 5=360 =1375°
T

Pakkaustehokkuus

Kolmas tapa lahestya &:n
optimaalisinta arvoa on pakkauste-
hokkuus. Talloin ajatellaan, ettad
kasville olisi edullisinta saada mah-
dollisimman monta kukkaa mahtu-
maan tietyn kokoiseen mykeroon.

Pakkaustehokkuudella tar-
koitetaan yleisesti hyodynnetyn
alan suhdetta koko alaan, eli myke-
rossa kukkien yhteenlasketun pin-
ta-alan suhdetta koko mykeron
alaan. Keskenaan saman kokois-
ten ympyran muotoisten kukkien
fyllotaksiaa tutkittaessa voidaan
kuitenkin kayttaa toista maaritel-
maéa, joka johtaa samoihin lukuar-
voihin, mutta tekee laskut helpom-
miksi. [15]

Kaavan (1) mukaan kukki-
en etaisyys keskipisteesta noudat-
taa kaavaa r =cVN , silla talléin
myker66n mahtuvien kukkien
maara on suoraan verrannollinen
mykerdn pinta-alaan. Kukat ovat
siis laajassa mittakaavassa sijoittu-
neet tasaisesti. Yleisesti voidaan sa-
noa, ettd miten tahansa aaretto-
malle tasolle sijoittuneet pisteet si-
jaitsevat laajassa mittakaavassa ta-
saisesti, jos jossakin kohtaa tasolla
sijaitsevan ympyran sisaan jaavi-
en pisteiden lukumaaran suhde
ympyran sateeseen lahenee jota-
kin vakiota kun ympyran sade la-
hestyy &aretonta. Toisin sanoen

on olemassa raja-arvo:
2

A=lim2_ (19)

roo N
r

jossa N, on r-sateisen ympyréan si-
saan jaavien kukkien lukuméara.
Esimerkiksi spiraaliyfllotaksialla A
on talloin Tc?. Lauseke (19) voi-
daan tulkita siten, ettéd A on keski-
maarainen pinta-ala kukkaa koh-
den.

Pienessa mittakaavassa ti-
lanne on kuitenkin toinen. Kukat
saattavat sijoittua kaikki samalle
suoralle tai suuriin kaukana toisis-
taan oleviin ryppaisiin ja olla silti
suuressa mittakaavassa tasaisesti

sijoittuneita. Tallainen pakkaami-
nen ei kuitenkaan ole erityisen te-
hokasta, silla jos kaikki kukat ovat
yhta suuria, maaraa pienin kah-
den kukan vali suurimman mah-
dollisimman koon. Itse asiassa riit-
taa, etta tarkastelemme pieninta
kahden kukan valista etaisyytta, sil-
14 jos jossakin on kukkia keskimaa-
raista tiheampaan pakattuna, niité
taytyy jossakin muualla olla keski-
maaraista harvemmassa.
Maarittelemme nyt pak-
kaustehokkuuden seuraavasti:

D2

= (20)

n

misséd D on pienin etdisyys joka
voidaan mitata kahden kukan kes-
kipisteiden valilla. A:n pinta-alatul-
kinnan perusteella (20) on yhtapi-
tava pakkaustehokkuuden pinta-
alaméaritelméan kanssa.

Sylinterifyllotaksian ~ pak-
kaustehokkuuden maarittaminen
on varsin yksinkertaista, silla keski-
maarainen pinta-ala kukkaa koh-
den on neljan kukan muodosta-
man suunnikkaan ala. (ks. kuva 9)
ts. A=d?siny, missa 0°<y<90°
on yhtendisten spiraalisarjojen vali-
nen kulma.

Pienin etaisyys kahden ku-
kan valilla on d, kun 60°< y, mutta
pienemmilld kulmilla kukat mene-
vat osittain paallekkéin ja valimat-
kaksi saadaan 2sin ;Y. Tall6in

1

—— , kuny<60°
N=g siny Y 21)
Ftangy , kuny>60°
(ZSin%y)2
silla =————=2tan}y.
siny

n saavuttaa talloin maksi-
miarvonsa kun y=60°:

1/sin60°=2tan 30° =2

Spiraalifyllotaksialle n:ta on vai-
kea maarittda, mutta lahteessa
[15] osoitetaan, ettd se saa maksi-
miarvonsa (5 —-4cos f—’;) / s

=0,8169, kun d=1-2. Spiraalifyyllo-
taksian pakkaustehokkuus jaa siis
parhaimmillaankin selvasti sylinte-
risesta jalkeen. On kuitenkin help-
poa osoittaa, etté jos & on rationaa-
liluku, niin n=0. [15]
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Syntymekanismi

Vaikuttaa siis silta, etta
Fibonaccin lukuja ja kultaista leik-
kausta "hyodyntamalla” kasvit voi-
vat sijoittaa osasensa mahdollisim-
man tehokkaasti, mutta miten kas-
vit osaavat noudattaa naita séanto-
ja? Milla tavalla kasvi maaraa, etta
kahden perakkain syntyneen ku-
kan wvalinen kulma on juuri
137,5°, varsinkin kun mykerén ku-
kat eivat nayta edes syntyvan yksi-
tellen? Mista kukka syntyessaan tie-
tdd, mihin kohtaan on hetkeé ai-
kaisemmin syntynyt kukka myke-
ron vastakkaisella laidalla? Naihin
kysymyksiin on kehitetty vastauk-
seksi useita teorioita, joista mitdan
ei ole voitu taysin kumota. Vaikut-
taakin itse asiassa silta, etta eri kas-
vit kayttavat eri menetelmia sa-
man tuloksen saavuttamiseksi.

Jo pitkdan on tiedetty, etta
kasvien kasvuun vaikuttavat erilai-
set aktivaattoreina ja inhibiittorei-
na toimivat hormonit®. Jokaisen
oksan karkiosassa syntyy inhibiitto-
rihormonia, joka estaa ylimaarais-
ten haarojen syntymista sen lahet-
tyville. Levites-
sddn  hormoni
laimenee, ja sen
vaikutus heikke-
nee. Kun oksan
karki on kasva-
essaan tarpeek-
si etaantynyt la-
himmastéd haa-
rasta, tietylle
etaisyydelle siita
syntyy uusi haa-

Kuva 10: esimerkki kierteisestd ra.

fullotaksiksiasta (ylld) ja
vastakkaisesta (alla)

© Dmitriy Weise

On ehdo-
tettu, efta tama
jarjestelméa aihe-
uttaisi myos haa-
rojen  spiraali-
sen  asettumi-
sen, kun olemas-
sa olevien haa-
rojen tuottama
inhibiittori  ja-
kautuisi  epa-
tasaisesti varren
pintasolukon eri
puolille. Tama
johtaisi  kuiten-

kin korkeintaan vuorotellen var-
ren kummallekin puolelle synty-
viin tai vastakkain asettuviin leh-
tiin, jotka vuorottelevat 90° kul-
massa, silla alemmat lehdet sijaitse-
vat niin kaukana, ettd ne vaikutta-
vat lehden syntyalueeseen vain va-
hén. Onkin havaittu, etta spiraalis-
ta fyllotaksiaa ilmentévissé kasveis-
sa esiintyy liséksi toista, paljon hi-
taammin diffusoituvaa inhibiittori-
hormonia, joka toimii kasvupis-
teen ympaéristossa erdanlaisena
muistijalkena siitd, mihin suun-
taan aikaisemmat lehdet ovat syn-
tyneet. Lehden sijoittumiseen vaa-
kasuunnassa vaikuttaa siis eri hor-
moni kuin pystysuunnassa. Tama-
kin hormoni laimenee pikkuhiljaa,
jolloin vanhempien lehtien vaiku-
tus sen konsentraatioon vahenee.
[13]

Mykerén fyllotaksiaan
tama teoria ei sovellu. Mm. havain-
to, ettéd mykerodn keskiosan leikkaa-
minen pois ei vaikuta fyllotaksian
syntyyn kumosi aikaisemmat teori-
at keskipisteen erittaméastéa hor-
monista. On my6s ongelmallista,
ettd kukat syntyvat ensiksi myke-
rén reunoille, mutta osaavat silti
muodostaa oikean maaran spiraa-
leita.

Eraan teorian mukaan kuk-
kien sijoittuminen méaaraytyy fyysi-
sen kosketuksen mukaan [1, 2, 3,
4, 10]. Uusi kukan alku syntyy min-
ne tahansa, missa olemassa olevi-
en kukkien valiin jaa tarpeeksi ti-
laa. Kukat tyontavat toisiaan, ja
pyrkivat siirtymaan mahdollisim-
man etaalle muista kukista. Tall6in
kukkienjarjestys voi muuttua kehi-
tyksen myohemmassakin vaihees-
sa, etka niiden tédydy heti aluksi
l6ytaa lopullista paikkaansa.

Toisen teorian mukaan kuk-
kien asettuminen maaraytyisi ke-
miallisesti, kuten edella mainitussa
teoriassa lehtien syntymisesta.
Kukkakuvion muodostukseen osal-
listuu kuitenkin seka aktivaattori
etta inhibiittori, jotka vaikuttavat

5) Aktivaattorilla tarkoitetaan ainetta, joka
edistaa jotakin toimintoa elavassa organis-
missa, ja inhibiittorilla vastaavasti ainetta,
joka hidastaa toimintoa tai estaa sen tay-
sin.

paitsi kukkien syntyyn, myos tois-
tensa tuotantoon soluissa. Hor-
monit paatyvat lopulta tasapainoti-
laan, joka maaraa kukkien synty-
paikat. [10, 18] Tietokonesimulaa-
tioissa tdmé& malli johtaa vastaa-
viin kuvioihin, kuin kosketusmal-
linkin, joten télla perusteella on vai-
kea sanoa kumpi on lahempéana to-
tuutta.
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